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Keislerの定理

c := 2ℵ0と書く．

定理 (Keisler, 1961)

CH (連続体仮説)を仮定する．このとき任意の可算言語 Lと
初等同値な L-構造A,Bで |A|, |B| ≤ cなものに対して，ウ
ルトラフィルター U on ωがあり，Aω/U ' Bω/Uとなる．
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Keislerの定理

今後 Lは可算言語を走り，Uはウルトラフィルター on ωを
走るとする．

KT(κ) ⇐⇒ (∀L)(∀A,B : L-structures of size ≤ κ)

(A ≡ B ⇒ (∃U)(Aω/U ' Bω/U))

とおく．するとさっきの定理は次のように言い換えられる．

定理 (Keisler, 1961)

CH =⇒ KT(c).
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Keislerの定理の逆

2021年 8月 (!)，Golshaniと ShelahはKeislerの定理の逆を証
明した．
定理 (Golshani–Shelah, 2021)

KT(c) =⇒ CH.
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含意の図
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b, d, v∀や cov(M)は基数不変量というもので，ℵ1以上 2ℵ0

以下の定義可能な基数である (cov(M)は後で定義する)．
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私の結果

cov(M) := min{κ : (Ai)i∈κというR内の内部が空な閉集合の列で∪
i∈κ

Ai = Rなものが存在 }

命題 (G.)

(∃U)(∀L)(∀(Ai)i∈ω :可算 L-構造)(
∏

i∈ω Ai/U : c-飽和的) な
らば，cov(M) = cである．
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今日証明する話
Golshani–ShelahによるKT(c) =⇒ CHと私が示した含意の
一つの証明を行う．
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KT(c) =⇒ CHの証明

• ¬KT(ℵ2)を示せばよい．そこで背理法でKT(ℵ2)を仮
定する．

• 言語 Lを L = {<}で定め，A = (Q, <),
B = (Q+ (ω2 + 1)×Q≥0, <B)とする．ただし<Bは辞
書式順序と直和順序により定める．

• |A| = ℵ0, |B| = ℵ2である．
• A,BはどちらもDLOなため，DLOの完全性よりA,B
は初等同値．

• そこでKT(ℵ2)よりウルトラフィルター Uと同型写像
f : Bω/U ' Aω/Uがとれる．

• A∗ = Aω/U ,B∗ = Bω/Uとおく．
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KT(c) =⇒ CHの証明

アイディアはA = Qは等質的，B = Q+ (ω2 + 1)×Q≥0は
デコボコしていて，それが超冪に反映されるので，同型で
ないというものだ．

Q

B
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KT(c) =⇒ CHの証明

• Bの元 a, bで cf(Ba) = ω1, cf(Bb) = ω2なものをとる．
ただし

Bc = {d ∈ B : d <B c}.

• a∗ = [(a, a, a, . . . )]U , b∗ = [(b, b, b, . . . )]U ∈ B∗とおく．
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KT(c) =⇒ CHの証明
補題
cf((B∗)a∗) = ω1, cf((B∗)b∗) = ω2.

∵ cf(Ba) = ω1より単調増加共終列 (ai : i < ω1)をとる．す
ると (a∗i : i < ω1) where a∗i = [(ai , ai , ai , . . . )]U は (B∗)a∗の共
終列である (by ω1の正則性)．よって cf((B∗)a∗) = ω1.
cf((B∗)b∗) = ω2の証明も同様．

a

...

ω1個
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KT(c) =⇒ CHの証明

• a† = f (a∗), b† = f (b∗)とおく．
• 同型写像は共終数を保つので，
cf((A∗)a†) = ω1, cf((A∗)b†) = ω2がわかる．
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KT(c) =⇒ CHの証明
補題
関数 F : Q3 → Qがあって，どんな c , d ∈ Qについても
x 7→ F (x , c , d)は (Q, <)の自己同型で cを d に移す．
∵ F (x , y , z) = x − y + z でよい． //

• さて，F から誘導される (A∗)3からA∗への写像を考え
ると次がわかる:

(∗) F∗ : (A∗)3 → A∗はどんな c , d ∈ A∗についても
x 7→ F∗(x , c , d)はA∗の自己同型で cを d に移す

• 特に x 7→ F∗(x , a†, b†)は a†を b†に移す自己同型なので
cf((A∗)a†) = cf((A∗)b†).

これは cf((A∗)a†) = ω1, cf((A∗)b†) = ω2に矛盾．
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私の結果

命題 (再掲) (G.)

(∃U)(∀L)(∀(Ai)i∈ω :可算 L-構造)(
∏

i∈ω Ai/U : c-飽和的) な
らば，cov(M) = cである．
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私の結果の証明
次の cov(M)を特徴づける補題を使う．
補題 (Bartoszyński)

cov(M) = c ⇐⇒ (∀X ⊆ ωω of size < c)(∃S ∈
∏
i∈ω

[ω]≤i)

(∀x ∈ X )(∃∞n)(x(n) ∈ S(n))

ω

ω

i

S(i) の元
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私の結果の証明

• X ⊆ ωωでサイズ< cなものを任意にとる．
• 言語 Lは {⊆}を考え，L-構造Ai はAi = ([ω]≤i ,⊆)で定
める．

• 各 x ∈ ωωについて Sx = ({x(i)} : i ∈ ω)とおく．
• 超冪A∗ =

∏
i∈ω Ai/Uにおいて，変数 S の一変数論理

式の集合
p = {[Sx ]U ⊆ S : x ∈ X}

は有限充足的でパラメータの個数は< cである．
• よって命題の仮定 (飽和性)より pを充足する
[S ]U ∈ A∗がとれる．

• Sは (∀x ∈ X )(∃∞n)(x(n) ∈ S(n))を満たしている．
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今後の課題

1 図の紫線の含意は ZFCの定理か？
2 KT(ℵ0)と超積の飽和性は分離できるか？
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∧ cf(c) = ℵ1
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i∈ω Ai/U : c-saturated)
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